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§0 Introduction
Soit X une varie´te´ alge´brique lisse sur le corps C des nombres complexes. Une structure de Pois-
son sur X est la donne´e d’une structure d’alge`bre de Lie sur la faisceau structural OX de X , qui soit une
de´rivation en chacune des variables. Une telle structure est de´finie par un tenseur antisyme´trique non nul
σ ∈ H0(X,
2
∧TX), le bivecteur de Poisson, duquel on de´duit une fle`che OX -line´aire Ω
1
X −→ TX . Le rang
de la structure en x ∈ X est, par de´finition, le rang de l’application Ω1X⊗k(x) −→ TX⊗k(x). La structure
est dite re´gulie`re lorsque son rang en tout point est maximal. Elle est dite quasi-re´gulie`re lorsqu’elle est
re´gulie`re sauf en un nombre fini de points. Notons que le rang d’une structure de Poisson en un point est
pair puisqu’une telle structure est par de´finition antisyme´trique. Par exemple, une varie´te´ abe´lienne A de
dimension au moins deux posse`de de nombreuses structures de Poisson re´gulie`res. En effet, toute forme
multiline´aire alterne´e de rang maximal sur l’espace tangent a` l’origine fournit une telle structure.
Une surface projective admettant une structure de Poisson non triviale est une surfaceK3, une surface
abe´lienne ou une surface re´gle´e ; une telle structure est alors de´finie par la seule donne´e d’une section du
fibre´ anticanonique.
Ce travail est consacre´ a` l’e´tude des varie´te´s alge´briques projectives lisses de dimension 3, admettant
une structure de Poisson non triviale. Une telle structure e´tant de´finie par un tenseur antisyme´trique
d’ordre 3, on s’attend a` ce que ladite structure ne s’annule qu’en un nombre fini de points, seul cas que
nous e´tudierons. Le re´sultat principal est le the´ore`me :
The´ore`me 0.1 Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension 3.
Alors X admet une structure de Poisson quasi-re´gulie`re si et seulement si X appartient a` l’une des 4
familles suivantes :
(1) X est une varie´te´ abe´lienne,
(2) X est un fibre´ plat en droites projectives sur une surface abe´lienne,
(3) X = (C × A)/G ou` C est une courbe, A est une surface abe´lienne et G ⊂ Aut(C) un groupe fini
ope´rant librement sur C ×A par la formule :
g.(c, a) = (g.c, tg(c, a) + ug(a)), g ∈ G, c ∈ C, a ∈ A,
ou` ug un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et tg une fonction re´gulie`re
sur C ×A a` valeurs dans A,
(4) X = (C ×S)/G ou` C est une courbe, S est une surface K3 et G un groupe fini ope´rant librement
sur C, ope´rant sur S en respectant la structure symplectique et sur le produit C × S par le produit de ses
actions sur chacun des facteurs.
La de´monstration de ce re´sultat repose sur un the´ore`me de structure de S.Mori ([Mo]) de´crivant
les contractions extre´males d’une varie´te´ projective lisse non minimale de dimension trois. Ainsi, nous
montrons qu’une varie´te´ projective non minimale de dimension trois admettant une structure de Poisson
quasi-re´gulie`re est un fibre´ en coniques, ce qui fait l’objet du paragraphe 2, le paragraphe 1 donnant les
proprie´te´s essentielles de ces structures en dimension trois. Dans les paragraphes 3 et 4, nous e´tudions
le cas ou` la varie´te´ est minimale en e´tudiant respectivement le morphisme d’Albanese et le morphisme
canonique.
Remerciements Je tiens a` exprimer ici tout mes remerciements a` Arnaud Beauville pour son aide
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au cours de la pre´paration de ce travail.
§1 Proprie´te´s
Une varie´te´ (alge´brique) de´signera un sche´ma inte`gre, se´pare´ et de type fini sur le corps C des nombres
complexes. Nous identifierons, sans le mentionner, un sche´ma et l’espace analytique complexe qui lui est
associe´ et nous supposerons toujours qu’une varie´te´ est lisse, sauf mention du contraire.
Soit X une varie´te´ alge´brique de dimension 3 et supposons que X admette une structure de Pois-
son re´gulie`re. Alors, le bivecteur de Poisson σ ∈ H0(X,
2
∧TX) fournit une application OX →֒
2
∧TX , et,
compte tenu de l’isomorphisme canonique ∧TX ⊗ ωX ∼= Ω1X , on en de´duit une injection de fibre´s vecto-
riels ωX →֒ Ω1X . Re´ciproquement, une telle injection de fibre´s vectoriels de´finit une structure de Poisson
re´gulie`re de`s que l’identite´ de Jacobi est satisfaite. Un calcul en coordonne´es locales permet alors de
prouver le
Lemme 1.1 Soit X une varie´te´ alge´brique de dimension 3 admettant une structure de Poisson
re´gulie`re (de rang 2).
(1) On a une suite exacte courte :
0 −→ ωX −→ Ω
1
X −→ TX −→ ω
−1
X −→ 0.
(2) Notons F = Ker(TX −→ ω
−1
X ). Alors F est un fibre´ vectoriel de rang 2, inte´grable, c’est a` dire
stable par le crochet de Lie naturel sur TX .
(3) Une section partout non nulle du fibre´
2∧
TX de´finit une structure de Poisson re´gulie`re de`s que le
fibre´ F coorespondant est inte´grable.
Corollaire 1.2 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3 admettant une structure de Poisson
quasi-re´gulie`re.
Alors il existe une injection de faisceaux ωX →֒ Ω1X dont le conoyau est sans torsion et localement
libre de rang 2 sauf en un nombre fini de points.
Proposition 1.3 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3 admettant une structure de Pois-
son quasi-re´gulie`re.
Alors :
(1) La premie`re classe de Chern de X, c1(X) ∈ H1(X,Ω1X) →֒ H
2(X,C), provient de H1(X,ωX) par
la fle`che H1(X,ωX) −→ H1(X,Ω1X) associe´e a` la structure de Poisson,
(2) c1(X)
2 = 0 dans H4(X,C).
De´monstration Remarquons que le point (2) est une conse´quence imme´diate du point (1). Soit U
l’ouvert de Zariski de X comple´mentaire dans X des points ou` la structure de Poisson est nulle. Le ferme´
Y = X −U est donc de codimension 3. Par suite, les groupes de cohomologie HiY (X,ωX) et H
i
Y (X,Ω
1
X)
sont nuls pour i ∈ {0, 1, 2} et il en re´sulte des isomorphismes naturels H1(X,ωX) ∼= H1(U, ωU ) et
H1(X,Ω1X)
∼= H1(U,Ω1U ). Remarquons en outre que la restriction a` l’ouvert U de l’injection de faisceaux
ωX →֒ Ω1X est une injection de fibre´s vectoriels dont le conoyau est naturellement un sous-fibre´ inte´grable
de TU (cf. lemme 1.1). En utilisant les arguments de R.Bott et P.Baum ([BB] prop. 3.3 et cor. 3.4), on
en de´duit que la classe d’Atiyah du fibre´ ωU dans H
1(U,Ω1U ) provient d’un e´le´ment de H
1(U, ωU ) par la
fle`che naturelle H1(U, ωU ) −→ H1(U,Ω1U ). On ve´rifie que le diagramme suivant est commutatif :
H1(X,ωX) −−−−→ H1(X,Ω1X)y≀ y≀
H1(U, ωU ) −−−−→ H1(U,Ω1U )
La formation de la classe d’Atiyah e´tant fonctorielle, il en re´sulte que la classe d’Atiyah du fibre´ ωX
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dans H1(X,Ω1X) provient d’un e´le´ment de H
1(X,ωX) par l’application H
1(X,ωX) −→ H1(X,Ω1X) ce
qui constitue la premie`re assertion de notre proposition, puisque la classe d’Atiyah du fibre´ ωX et c1(X)
sont proportionnelles. 
Rappelons qu’une varie´te´ est dite minimale lorsque le fibre´ canonique est nume´riquement effectif.
Corollaire 1.4 Soit X une varie´te´ projective minimale de dimension 3 admettant une structure
de Poisson quasi-re´gulie`re.
Alors la dimension de Kodaira κ(X) de X ve´rifie les ine´galite´s 0 ≤ κ(X) ≤ 1.
De´monstration Par le the´ore`me d’Abondance ([MP]), la dimension de Kodaira κ(X) d’une varie´te´ pro-
jective minimale de dimension 3 se calcule nume´riquement par la formule κ(X) = max{i|ωiXH
3−i 6= 0}
ou` H est une section hyperplane de X , de sorte que, par la proposition 1.3, on obtient les ine´galite´s
0 ≤ κ(X) ≤ 1. 
§2 Cas ou` X n’est pas minimale
Lemme 2.1 Soit X une varie´te´ projective non minimale admettant une structure de Poisson quasi-
re´gulie`re.
Alors X est un fibre´ en coniques.
De´monstration Par le the´ore`me de structure de S.Mori ([Mo] thm. 3.3 et thm. 3.5) il suffit d’e´tudier
les cinq cas suivants.
Cas 1 Il existe un diviseur D ⊂ X tel que le couple (D,OD(D)) soit (P2,OP2(−1)), (P2,OP2(−2)) ou
(Q,OP3(−1)⊗OQ), Q e´tant une quadrique re´duite et irre´ductible de P3. On en de´duit que ωX2|D = 4, 1
ou 2 par la formule d’adjonction, ce qui constitue une contradiction compte tenu de la proposition 1.3.
Cas 2 Le fibre´ ω−1X est ample. Ce cas est imme´diatement e´limine´ par la relation ω
2
X = 0.
Cas 3 Il existe un morphisme X −→ Y , Y e´tant une courbe lisse, tel que pour tout point ge´ome´trique
η ∈ X , la fibre Xη soit une surface inte`gre a` fibre´ anticanonique ω
−1
Xη
ample. Si F est une fibre ge´ne´rique,
on a ωF = ωX |F par la formule d’adjonction et donc ω
2
F = 0 ce qui contredit l’amplitude du fibre´ anti-
canonique ωF
−1.
Cas 4 Il existe un morphisme X
pi
−→ Y , Y e´tant une varie´te´ projective lisse, et une courbe lisse
C →֒ Y tels que X soit l’e´clate´ de la courbe C dans Y . L’isomorphisme π∗OX ≃ OY permet de de´finir
une structure de Poisson sur Y a` l’aide de celle existant sur X . On ve´rifie que le diagramme suivant est
commutatif, les fle`ches horizontales e´tant donne´es par les structures de Poisson :
H1(X,ωX) −−−−→ H1(X,Ω1X)x≀ x
H1(Y, ωY ) −−−−→ H1(Y,Ω1Y )
et on de´duit de la proposition 1.3 que c1(X) provient d’un e´le´ment de H
1(Y,Ω1Y ), ce qui est absurde
puisque c1(X) = −E + π∗c1(ωY ) et puisque E est contracte´ par π.
Cas 5 Il existe un morphisme X −→ Y , Y e´tant une surface projective lisse et connexe, tel que, pour
tout point ge´ome´trique η de Y , la fibre Xη soit une conique de P2k(η). 
La fin de cette section est consacre´e a` l’e´tude de ce dernier cas.
Proposition 2.2 Soit X
pi
−→ S un fibre´ en coniques admettant une structure de Poisson quasi-
re´gulie`re.
Alors le morphisme π est lisse et S est une surface K3 ou une surface abe´lienne.
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En outre, la structure de Poisson est re´gulie`re.
De´monstration Supposons que le morphisme π ne soit pas lisse. Alors le lieu de de´ge´ne´rescence de π
est un diviseur effectif C0 re´duit, a` croisements normaux. Au-dessus d’un point re´gulier de C0, la fibre
sche´matique de π est la re´union de deux courbes rationnelles lisses distinctes (et donc transverses) et,
au-dessus d’un point singulier de C0 (un point double ordinaire), la fibre sche´matique de π est une droite
double ([Be2] prop. 1.2).
Nous allons prouver la formule 4KS + C0 ≡ 0. Soit C une courbe lisse et connexe de S telle que
C0 et C se coupent tranversalement. En particulier, les points d’intersection de C et C0 sont des points
re´guliers de C0. Posons D = π
−1(C). Un calcul en coordonne´es locales montre que D est une surface
lisse (connexe). En outre, il n’est pas difficile de voir que l’on peut contracter l’une des composantes
irre´ductibles de chaque fibre singulie`re du morphisme D
pi|D
−→ C, de sorte que D est l’e´clate´ en C0.C
points d’une surface re´gle´e lisse et connexe D0. Soit D
φ
−→ D0 le morphisme correspondant. L’applica-
tion rationnelle naturelle D0 · · · → C se prolonge en un morphisme D0
pi0−→ C tel que π|D = π0φ, de sorte
que la surface D0
pi0−→ C est une surface ge´ome´triquement re´gle´e au-dessus de C. La formule d’adjonction
fournit l’e´galite´ ωX |D = ωD ⊗ N
−1
D/X . Puisque ND/X = π
∗
|DNC/S , ND/X est nume´riquement e´quivalent
a` C2 fibres du morphisme D
pi|D
−→ C. On en de´duit que ω2D = ωD0
2 − C0.C = 8(1 − g(C)) − C0.C et
ωD.ND/X = −2C
2 (cf. [H] Chap. V.2, V.3). Par la proposition 1.3, on a ωX
2
|D = 0 et on obtient la for-
mule 8(1−g(C))−C0.C+4C2 = 0. Or la formule d’adjonction donne la relation 2(g(C)−1) = C2+C.KS ,
et on obtient finalement la formule (4KS + C0).C = 0 ce qui prouve notre assertion.
Par la proposition 1.3, l’e´le´ment c1(X) ∈ H1(X,Ω1X) →֒ H
2(X,C) est image d’un e´le´ment de
H1(X,ωX) par l’application H
1(X,ωX) −→ H1(X,Ω1X). Puisque c1(X) est non nul, il en re´sulte que l’es-
pace vectoriel H1(X,ωX) est non nul. Mais, par dualite´ de Serre, on a h
1(X,ωX) = h
2(X,OX). De plus,
on ve´rifie que R1π∗OX = 0 et que π∗OX = OS . Il en re´sulte en particulier que h2(X,OX) = h2(S,OS) et,
par dualite´ de Serre a` nouveau, on obtient finalement que h0(S, ωS) ≥ 1. Le diviseur KS est donc effectif
et l’e´galite´ 4KS + C0 ≡ 0 est impossible, ce qui de´montre la premie`re assertion de notre proposition.
Dans le cas ou` le morphisme π est lisse, la meˆme me´thode permet de prouver que KS ≡ 0 et, puisqu’on
a toujours h0(S, ωS) ≥ 1, il en re´sulte que ωS = OS et donc que S est une surface abe´lienne ou une surface
K3.
Montrons maintenant que la structure est re´gulie`re. Puisque π est lisse, π est en particulier topologique-
ment localement trivial et on a donc la formule e(X) = e(P1)e(S) = 2e(S). Soit σ ∈ H0(X,
2
∧TX)
le bivecteur de Poisson de´finissant la structure de Poisson sur X . Par hypothe`se, le lieu Z des ze´ros
de σ est de codimension 3 et donc c3(
2
∧TX) = deg(Z). Or, c3(
2
∧TX) = c1c2 − c3 et on a donc la
formule c1c2 − c3 = deg(Z). En outre, pour un fibre´ en coniques, on a χ(OX) = χ(OS), puisque
R1π∗OX = 0 et π∗OX = OS . Enfin, par la formule de Noether, e(S) = 12χ(OS). Finalement, on
obtient c1c2 − c3 = 24χ(OX)− e(X) = 0 en utilisant la formule de Riemann-Roch. Et donc deg(Z) = 0,
ce qui permet de conclure. 
Proposition 2.3 Soit X
pi
−→ S un fibre´ en droites projectives et supposons que X admette une
structure de Poisson re´gulie`re.
Alors la surface S admet une structure de Poisson non triviale, induite par l’isomorphisme naturel
OS ∼= π∗OX .
De´monstration L’isomorphisme naturel OS ∼= π∗OX permet de munir S d’une structure de Pois-
son. Supposons que cette structure soit nulle et montrons que nous aboutissons a` une absurdite´.
On ve´rifie, par un calcul en coordonne´es locales, que la fle`che ωX −→ Ω
1
X/S obtenue par composi-
tion des applications ωX −→ Ω1X (cf. lemme 1.1) et Ω
1
X −→ Ω
1
X/S est nulle et que cette assertion est
e´quivalente a` la nullite´ de la structure de Poisson induite sur S. Par suite, cette application se factorise
a` travers π∗Ω1S = Ker(Ω
1
X −→ Ω
1
X/S) et on obtient une suite exacte :
0 −→ ωX −→ π
∗Ω1S −→ TX/S −→ 0.
On en de´duit alors l’e´galite´ π∗c2(Ω
1
S) = c1(TX/S).c1(ωX) = (π
∗c1(Ω
1
S)−c1(ωX)).c1(ωX). En cohomologie,
on obtient l’e´galite´ π∗c2(Ω
1
S) = π
∗c1(Ω
1
S).c1(ωX) puisque ω
2
X ≡ 0 dans H
4(X,C) (cf. proposition 1.3).
Par la proposition pre´ce´dente, nous savons aussi que ωS ∼= OS et il en re´sulte l’e´galite´ π∗c2(Ω1S) = 0.
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Rappelons que le diviseur anticanonique K−1X est de degre´ relatif −2 au dessus de S, et donc, en utilisant
la formule de projection, on en de´duit que e(S) = c2(Ω
1
S) = 0 et que S est une surface abe´lienne.
La fle`che π∗Ω1S = OX ⊕OX −→ ω
−1
X −→ 0 fournit un syste`me line´aire sans points bases Λ ⊂ |K
−1
X |
de dimension 2 et donc un morphisme X
f0
−→ P1 tel que ω−1X = f
∗
0OP1(1). Soit X
f
−→ C la factorisation
de Stein du morphisme f0, C e´tant une courbe lisse et connexe. Il existe donc un morphisme C
α
−→ P1 tel
que f0 = αf . Soit F une fibre ge´ne´rique lisse (connexe) de f . Par la formule d’adjonction ωF = ωX |F et
donc ωF = OF puisque ωX = f∗(α∗OP1(−1)). La formule de sous-additivite´ de la dimension de Kodaira
([Ka2]) entraˆıne que la dimension de Kodaira de C vaut κ(C) = −∞ et donc que C ∼= P1. Par suite,
α∗OP1(1) = OP1(d) pour un certain entier d ≥ 1 et donc ωX/P1 = f
∗OP1(2 − d). Par un re´sultat de
T.Fujita ([F] prop. 1.2), degP1(ωX/P1) ≥ 0 et donc d ≤ 2. Il nous faut donc e´liminer les deux cas d = 1 et
d = 2.
Cas d=2 Nous allons prouver que X ∼= P1 × S et obtenir une contradiction. Dans ce cas, le syste`me
line´aire |K−1X | est de dimension 3 et ωX = f
∗(ωP1). Par un re´sultat de T.Fujita ([F], thm. 4.8), le mor-
phisme f est lisse (a` fibres connexes). Soit F une fibre de f . Par la formule d’adjonction, ωF = ωX |F et
donc ωF = OF . Il en re´sulte que F est une surface K3 ou une surface abe´lienne. Mais nous savons que
S est une surface abe´lienne et il ne peut y avoir de morphisme non constant d’une surface K3 vers une
surface abe´lienne. On en de´duit que F est une surface abe´lienne et donc qu’elle ne peut contenir aucune
fibre de π (ce sont des courbes rationnelles). Par suite, le morphisme F
pi|F
−→ S est fini. Si h de´signe une
fibre de π, on a F.h = 1 et donc la surface F est une section de π. Il n’est pas difficile de voir que le
morphisme f × π induit un isomorphisme de X sur P1 × S.
Il nous reste a` voir qu’il n’existe sur P1 × S aucune structure de Poisson induisant la structure nulle
sur S via la premie`re projection. On a un isomorphisme TX ∼= p∗TP1 ⊕ q
∗TS ou` p et q sont respectivement
les projections de X sur P1 et S. Par suite, on a un isomorphisme
2
∧TX ∼= p
∗TP1 ⊗ q
∗TS ⊕ q
∗ω−1S et donc
un isomorphisme H0(X,
2
∧TX) ∼= H0(X, p∗TP1 ⊗ q
∗TS) ⊕ H0(X, q∗ω
−1
S ). La structure de Poisson sur X
est donne´e par un e´le´ment σ ∈ H0(X,
2
∧TX) qui, compte tenu des hypothe`ses, n’a pas de composante
sur H0(X, q∗ω−1S ). Enfin, par la formule de Ku¨nneth, on a un isomorphisme H
0(X, p∗TP1 ⊗ q
∗TS) ∼=
H0(P1, TP1) ⊗ H0(S, TS). Soient (e1, e2) une base de H0(S, TS) et (f1, f2, f3) une base de H0(P1, TP1).
On peut e´crire σ =
∑
i,j ai,jei ∧ fj ou` les ai,j sont des constantes. Choisissons des coordonne´es locales
(x1, x2) sur S de sorte que la base (e1, e2) soit donne´e par les formules e1 = ∂x1 et e2 = ∂x2 . En-
fin, on choisit une coordonne´e locale z sur P1 correspondant a` une de´composition P1 = C ∪ {∞} de
sorte que la base (f1, f2, f3) soit donne´e par les formules f1 = ∂z , f2 = z∂z et f3 = z
2∂z. Si f et g
sont deux fonctions holomorphes de´finies localement, le crochet de Poisson est alors donne´ par la for-
mule {f, g} =
∑
i,j ai,jz
j(∂xif∂zg − ∂zf∂xig). En particulier, {x1, z} = a10 + a11z + a12z
2 = P1(z) et
{x2, z} = a20 + a21z + a22z2 = P2(z). Enfin, l’identite´ de Jacobi donne la relation P
′
1P2 = P1P
′
2 et donc
les polynoˆmes P1 et P2 sont proportionnels, ce qui constitue la contradiction cherche´e.
Cas d=1 Dans ce cas, le syste`me line´aire Λ = |K−1X | est de dimension 2, tous ses e´le´ments sont
connexes et on a la relation ωX = f
∗OP1(−1). Par le the´ore`me de lissite´ ge´ne´rique, un e´le´ment ge´ne´rique
D ∈ |K−1X | est re´gulier (le syste`me line´aire est sans point base). Soit D un tel e´le´ment. Le diviseur D
est irre´ductible puisque connexe et re´gulier. De meˆme que nous l’avons fait au cours de la preuve du cas
d = 2, on ve´rifie que D est une surface abe´lienne et que le morphisme D
pi|D
−→ S est fini. On en de´duit
que ce morphisme est automatiquement non ramifie´. On obtient donc un reveˆtement e´tale de degre´ 2,
D
pi|D
−→ S. Or, les reveˆtements e´tales de degre´ 2 de la surface abe´lienne S sont classifie´s par la 2-torsion de
Pic(S) et sont donc en nombre fini, a` isomorphisme pre`s. On peut donc trouverD1 ∈ |K
−1
X | et D2 ∈ |K
−1
X |
deux diviseurs lisses tels que les reveˆtements D1
pi|D1−→ S et D2
pi|D2−→ S soient isomorphes. Effectuons le
changement de base D1 −→ S. On obtient un diagramme carte´sien :
X
p
−−−−→ Xyq ypi
D1
piD1−−−−→ S
En outre, le morphisme p est un reveˆtement e´tale et le morphisme q posse`de deux sections a` supports
disjoints. Puisque p est e´tale, la varie´te´ X admet une structure de Poisson re´gulie`re induite par celle de
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X et il n’est pas difficile de voir que cette structure induit la structure nulle sur D1 si et seulement si la
structure de Poisson sur X induit la structure nulle sur S. On peut donc supposer que le morphisme π
admet deux sections a` supports disjoints et que l’on se trouve toujours dans le cas d = 1 puisque le cas
d = 2 est e´limine´. Alors l’existence d’une section nous assure qu’il existe un fibre´ E sur S localement libre
de rang 2 tel que X = P(E). En outre, l’existence de deux sections a` supports disjoints entraˆıne que le
fibre´ E est de´compose´, i.e E = L ⊕M ou` L et M sont deux fibre´s en doites. De plus, on peut toujours
supposer que M = O, de sorte que c2(E) = 0. Notons ξ le fibre´ tautologique sur P(E). Nous avons alors
la formule de Grothendieck ξ2 − π∗c1(E).ξ + π∗c2(E) = 0 dans H4(P(E),C). Et, puisque c2(E) = 0, on
a ξ2 = π∗c1(E).ξ. On a aussi la formule c1(X) = 2ξ − π∗c1(E) − π∗c1(S) = 2ξ − π∗c1(E) car c1(S) = 0.
Enfin, l’e´galite´ c1(X)
2 = 0 entraine c1(X)
2.ξ = 0. Or c1(X)
2.ξ = 4ξ3−4ξ2.π∗c1(E)+π∗c1(E)2.ξ = c1(E)2.
Finalement, on obtient c1(E)2 = c1(L)2 = 0.
Nous allons prouver qu’il existe une courbe elliptique E ⊂ S telle que L ∼= O(E). En effet, on a un
isomorphisme ω−1X
∼= ξ2 ⊗ π∗(det(E)−1) et donc H0(X,ω−1X ) = H
0(S, S2(E) ⊗ det(E)−1. Or, S2(E) ⊗
det(E)−1 = OS ⊕L⊕L
−1 et h0(X,ω−1X ) = 2. Il en re´sulte que h
0(S,L) + h0(S,L−1) = 1. Supposons par
exemple que h0(S,L) = 1. Alors, L = OS(D) ou` D est un diviseur effectif de S. Ecrivons D =
∑
i niCi
ou` les Ci sont les composantes irre´ductibles de D. Comme S est une surface abe´lienne, C
2
i ≥ 0. Comme
D2 = 0, on en de´duit donc que Ci.Cj = 0 pour tout couple d’entier (i, j). Il re´sulte alors de la formule
d’adjonction que pa(Ci) = 1 et, comme il n’y a pas de morphisme non constant P1 −→ S, on en de´duit
que Ci est une courbe elliptique. Puisque Ci.Cj = 0, les Ci sont disjoints et puisque h
0(S,O(D)) = 1, D
est un diviseur re´duit et irre´ductible et donc une courbe elliptique que nous noterons E.
Par un re´sultat de Poincare´ ([Mum] p.173) il existe une courbe elliptique B ⊂ S telle que B ∩E soit
fini. Par suite, le morphisme B×E
(x,y) 7→x+y
−→ S est un reveˆtement e´tale fini et on peut toujours supposer
que ce morphisme est un morphisme de groupes. Effectuons alors le changement de base B × E −→ S,
de sorte que l’on obtient le diagramme carte´sien suivant :
X
p
−−−−→ Xyq ypi
B × E
α
−−−−→ S
Comme p est un reveˆtement e´tale, la varie´te´ X admet une structure de Poisson re´gulie`re induite par
celle de X et il n’est pas difficile de voir que cette structure induit la structure nulle sur B × E si et
seulement si la structure de Poisson sur X induit la structure nulle sur S. Le cas d = 2 e´tant e´limine´,
nous pouvons supposer que l’on se trouve dans le cas d = 1. Or X est le fibre´ projectif associe´ au
fibre´ α∗E = OB×E ⊕ OB×E(α−1(E)) et α−1(E) est la re´union disjointe des {x} × E pour x ∈ B ∩ E.
Par les calculs de´ja faits on a h0(B × E,OB×E(α−1(E))) + h0(B × E,OB×E(−α−1(E))) = 1 et donc
h0(B × E,OB×E(α
−1(E))) = 1, ce qui entrane que α−1(E) est re´duit a` 0B × E et que B ∩ E = 0S .
Aussi, α est en fait un isomorphisme et il nous reste donc a` traiter le cas ou` X ∼= PE×B(OE×B ⊕
OE×B(E × {0B})) ∼= E × PB(OB ⊕ OB(0B)) ∼= E × PB(OB ⊕ OB(−0B)). Remarquons que la sur-
face PB(OB ⊕ OB(−0B)) est normalise´e au sens de [H] (Chap. V.2) de sorte que le fibre´ tautologique
OPB(OB⊕OB(−0B))(1) est effectif. Il en re´sulte que le fibre´ anticanonique de la surface PB(OB⊕OB(−0B))
est effectif et donne´ par la formule K−1
PB(OB⊕OB(−0B))
= OPB(OB⊕OB(−0B))(2) + P
1 × {0B} de sorte qu’il
existe dans le syste`me line´aire |K−1X | un e´le´ment ayant une composante verticale relativement au mor-
phisme X = E×PB(OB⊕OB(−0B)) −→ S = E×B. La contradiction cherche´e est la` puisque le syste`me
line´aire |K−1X | est suppose´ sans points bases et de dimension 2 (h
0(X,K−1X ) = 2) et donc ses e´le´ments
sont disjoints (n’oublions pas que le syste`me line´aire |K−1X | est de degre´ relatif 2 par rapport a` S). 
Proposition 2.4 Soit X
pi
−→ S un fibre´ en droites projectives. On suppose que X admet une structure
de Poisson re´gulie`re induisant une structure de Poisson non nulle sur S via l’isomorphisme OS ∼= π∗OX .
Alors X = S × P1 ou` S est une surface K3, ou bien X est un fibre´ plat en droites projectives sur S
une surface abe´lienne.
De´monstration Nous savons de´ja que S est une surface K3 ou une surface abe´lienne par la proposi-
tion 2.2. Par suite, la structure de Poisson induite sur S est partout non nulle. Un calcul en coordonne´es
locales permet de se rendre compte que la fle`che TX/S −→ ω
−1
X obtenue par composition des fle`ches
TX/S −→ TX −→ ω
−1
X (cf. lemme 1.1) est un isomorphisme. On en de´duit l’existence d’une section
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π∗TS
s
−→ TX de l’application naturelle TX −→ π∗TS , telle que s(π∗TS) = F , les notations e´tant celles du
lemme 1.1. La distribution de´finie par cette section est donc inte´grable par le lemme 1.1. Utilisant alors le
the´ore`me de Frobenius et la compacite´ des fibres de π, on en de´duit qu’il existe un recouvrement (Uα)α
de S et des isomorphismes φα : π
−1(Uα) ∼= Uα × P1 au dessus de Uα qui transforment la structure de
Poisson sur X en la structure de Poisson sur Uα × P1 produit de la structure symplectique sur Uα et de
la structure nulle sur P1. Fixons un point x ∈ X . Soit zα,1, zα,2, zα,3 des coordonne´es locales au voisinage
de φα(x) ∈ Uα × P1 centre´es en φα(x). Ecrivons φαβ(zα,1, zα,2, zα,3) = (zβ,1, zβ,2, ϕαβ(zα,1, zα,2, zα,3)).
Les fonctions de transition e´tant des morphismes de Poisson, on obtient les e´galite´s :{
φ∗αβ{zβ,1, zβ,3} = {φ
∗
αβzβ,1, φ
∗
αβzβ,3} = {zα,1, ϕαβ(zα,1, zα,2, zα,3)} = {zα,1, zα,2}
∂ϕαβ
∂zα,2
φ∗αβ{zβ,2, zβ,3} = {φ
∗
αβzβ,2, φ
∗
αβzβ,3} = {zα,2, ϕαβ(zα,1, zα,2, zα,3)} = {zα,2, zα,1}
∂ϕαβ
∂zα,1
ou` {., .} de´signe le crochet de Poisson. Puisque la structure de Poisson sur S est partout non nulle, il en
re´sulte finalement les deux e´quations : {
∂ϕαβ
∂zα,2
≡ 0
∂ϕαβ
∂zα,1
≡ 0,
et les fonctions de transitions du fibre´ X
pi
−→ S sont donc localement constantes. Rappelons enfin qu’une
surface K3 est simplement connexe et donc qu’un tel fibre´ est alors trivial, ce qui ache`ve la preuve de
notre proposition. 
Proposition 2.5 Soit S une surface K3 et A une surface abe´lienne.
Alors S × P1 admet une structure de Poisson re´gulie`re et il en est de meˆme pour tout fibre´ plat en
droites projectives sur A.
De´monstration La premie`re assertion est claire. Soit X
pi
−→ S un fibre´ plat en droites projectives
sur A. Soit (Uα)α un recouvrement ouvert de S et φα des isomorphismes π
−1(Uα) ∼= Uα × P1 au dessus
de Uα de sorte que les fonctions de transition φαφ
−1
β soient localement constantes. On munit le produit
Uα×P1 de la structure de Poisson produit, une structure symplectique e´tant fixe´e au pre´alable sur S. On
ve´rifie sans peine que les isomorphismes φα sont des morphismes de Poisson, les calculs e´tant analogues
a` ceux de la proposition pre´ce´dente, de sorte que l’on obtient sur X une structure de Poisson re´gulie`re,
ce qui termine la preuve de notre proposition. 
Nous avons donc de´montre´ le the´ore`me :
The´ore`me 2.6 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3, non minimale.
Alors X admet une structure de Poisson quasi-re´gulie`re si et seulement si X = S × P1 ou` S est une
surface K3, ou bien X est un fibre´ en droites projectives sur A surface abe´lienne.
En outre, une telle structure est re´gulie`re.
§3 Cas ou` X est minimale et κ(X) = 0
La formule nume´rique donnant la dimension de Kodaira permet d’affirmer que c1(X) ≡ 0 et donc que
le fibre´ canonique ωX est de torsion puisque X est minimale.
Proposition 3.1 Soit X une varie´te´ projective telle que le fibre´ canonique ωX soit de torsion.
Alors les champs de vecteurs non nuls sur X ne sont pas tangents a` la fibration d’Albanese de X.
En outre, on a q(X) ∈ {0, 1, 2, 3} et, si q(X) = 3, alors X est une varie´te´ abe´lienne.
De´monstration Par un the´ore`me de Kawamata ([Ka1] thm. 8.3), le morphisme d’Albanese X
αX−→
Alb(X) est surjectif, a` fibres lisses et connexes. En outre, il existe un reveˆtement e´tale fini B
r
−→ Alb(X)
tel que le produit fibre´ B×Alb(X)X soit isomorphe au dessus de B au produit B × F , F e´tant une fibre
du morphisme d’Albanese. De plus, on peut toujours supposer que le reveˆtement e´tale B
r
−→ Alb(X)
est galoisien, de groupe G, de sorte que X est isomorphe au quotient B × F/G, G ope´rant sur B × F
en respectant l’action de G sur B. Remarquons que, puisque B/G ∼= Alb(X), le groupe G est forme´ de
7
translations de B. Notons p et q les projections de B × F sur X et B respectivement. Conside´rons la
suite exacte de cohomologie :
0 −→ H0(X, TX/Alb(X)) −→ H
0(X, TX) −→ H
0(X,α∗XTAlb(X)) −→ · · · .
Il suffit donc de prouver que l’application H0(X, TX) −→ H0(X,α∗XTAlb(X)) est surjective, puisque ces
deux espaces vectoriels ont meˆme dimension ([Ka1] cor. 8.6).
Puisque le morphisme B × F
p
−→ X est un reveˆtement e´tale fini, il existe une application injective
H0(X, TX) →֒ H0(B×F, p∗TX) = H0(B×F, TB×F ) que nous noterons p∗. On ve´rifie alors sans difficulte´s
que le diagramme suivant est commutatif :
H0(X, TX)
p∗
−−−−→ H0(B, TB)⊕H0(F, TF )yαX∗ y
H0(Alb(X), TAlb(X))
∼
−−−−→ H0(B, TB)
Soit donc θ0 ∈ H
0(Alb(X), TAlb(X)) et posons θ1 =
1
|G|
∑
g∈G g∗θ0 ∈ H
0(B×F, TB×F )
G = H0(X, TX),
ou` nous avons identifie´ les espaces H0(Alb(X), TAlb(X)) et H
0(B, TB). Le groupe G agissant de manie`re
compatible sur B et B × F , l’image de θ1 par l’application H0(X, TX) −→ H0(Alb(X), TAlb(X)) est θ0,
ce qui permet de conclure.
La surjectivite´ du morphisme d’Albanese entraˆıne q(X) ∈ {0, 1, 2, 3} et, si q(X) = 3, alors αX est
un reveˆtement e´tale a` fibres connexes et donc un isomorphisme, ce qui ache`ve la de´monstration de notre
proposition. 
Proposition 3.2 Soit X une varie´te´ projective minimale de dimension 3 et de dimension de Ko-
daira κ(X) = 0. Supposons en outre que X admette une structure de Poisson quasi-re´gulie`re.
Alors q(X) 6= 0 et la structure est re´gulie`re. En outre, si q(X) = 1, le fibre´ canonique est trivial.
De´monstration De´montrons la premie`re assertion par l’absurde et supposons donc que q(X) = 0. Par
le the´ore`me de Riemann-Roch, χ(OX) =
1
24c1(X)c2(X) = 0. L’hypothe`se entraine h
0(X,Ω1X) = 0 par
the´orie de Hodge. Compte tenu de l’injection ωX →֒ Ω1X , on en de´duit que h
0(X,ωX) = 0 et donc que
h3(X,OX) = 0 par dualite´ de Serre. L’e´galite´ χ(OX) = 0 s’e´crit alors 1+h2(X,OX) = 0, ce qui constitue
la contradiction cherche´e.
Montrons maintenant que la structure est re´gulie`re. Soit σ ∈ H0(X,
2
∧TX) la section de´finissant la
structure de Poisson sur X . Par hypothe`se, le lieu Z des ze´ros de σ est de codimension 3 et donc
c3(
2
∧TX) = deg(Z). Or, c3(
2
∧TX) = c1c2 − c3 et on a donc la formule deg(Z) = c1c2 − c3 = −c3 = −e(X).
Mais, puisque le morphisme d’Albanese X
αX−→ Alb(X) est lisse, il est particulier topologiquement locale-
ment trivial et donc e(X) = 0 puisque q(X) 6= 0. Il en re´sulte que deg(Z) = 0, ce qui permet de conclure.
Supposons enfin que q(X) = 1. Par la proposition 3.1, h0(X, TX/Alb(X)) = 0 et la suite exacte :
0 −→ ∧2TX/Alb(X) = ω
−1
X −→ ∧
2TX −→ TX/Alb(X) −→ 0
fournit donc l’e´galite´ h0(X,ω−1X ) = h
0(X,∧2TX). Par hypothe`se, h0(X,∧2TX) ≥ 1 et on en de´duit
l’ine´galite´ h0(X,ω−1X ) ≥ 1. Mais nous savons aussi que c1(X) ≡ 0 et on en de´duit donc que ωX = OX , ce
qui constitue la dernie`re assertion de notre proposition. 
Proposition 3.3 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3, a` fibre´ canonique trivial et ve´rifiant
q(X) = 1.
Alors X appartient a` l’une des deux familles suivantes :
(1) X = (C × S)/G ou` C est une courbe elliptique, S est une surface K3 et G un groupe fini de
translations de C ope´rant sur S en respectant la structure symplectique,
(2) X = (C × A)/G ou` C est une courbe elliptique, A est une surface abe´lienne et G un groupe fini
de translations de C ope´rant sur C ×A par la formule :
g.(c, a) = (g.c, tg(c, a) + ug(a)), g ∈ G, c ∈ C, a ∈ A,
ou` ug est un automorphisme de groupes respectant la structure symplectique de A et tg une fonction
re´gulie`re sur C ×A a` valeurs dans A.
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De plus, toute varie´te´ de l’une des deux familles admet une structure de Poisson re´gulie`re.
De´monstration Le morphisme d’Albanese X
αX−→ Alb(X) e´tant surjectif, lisse, et a` fibres connexes,
on a la suite exacte courte de fibre´s vectoriels :
0 −→ (αX)
∗ωAlb(X) = OX −→ Ω
1
X −→ Ω
1
X/Alb(X) −→ 0.
L’injection de fibre´s vectoriels ωX ∼= OX →֒ Ω1X fournit une section globale du fibre´ vectoriel
2
∧TX ∼= Ω1X .
Cette section de´finira une structure de Poisson re´gulie`re sur X a` condition que l’identite´ de Jacobi soit
ve´rifie´e. Le conoyau de l’injection ωX →֒ Ω1X est le fibre´ Ω
1
X/Alb(X), et par le lemme 1.1, il suffit donc de
prouver que le fibre´ TX/Alb(X) →֒ TX est inte´grable, ce qui est imme´diat puisque le morphisme d’Albanese
est lisse.
De´montrons maintenant la seconde assertion de notre proposition. Nous savons qu’il existe un reveˆtement
e´tale galoisien de groupe G, C −→ Alb(X) tel que la fibration C ×Alb(X) X/C soit isomorphe a` la fi-
bration C ×A/C ou` A est soit une varie´te´ abe´lienne, soit une surface K3. Le groupe G est e´videmment
un sous-groupe du groupe des automorphismes de C et il imme´diat que G ope`re sur C par translation.
Remarquons alors que la structure de Poisson que nous venons de construire sur X se rele`ve a` C × A
en une structure de Poisson re´gulie`re qui est le produit de la structure nulle sur C et d’une structure
symplectique sur A. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner le feuilletage de´fini par cette structure.
On constate ensuite que le groupe G respecte la structure de Poisson sur C × A. Enfin, la structure de
l’action de G re´sulte du fait que le groupe des automorphismes d’une surface K3 ainsi que le groupe
des automorphismes de groupes d’une surface abe´lienne sont discrets. Un calcul e´le´mentaire permet de
ve´rifier que la stucture symplectique sur A est respecte´e, ce qui ache`ve la preuve de notre proposition,
puisque la dernie`re assertion est e´vidente. 
Proposition 3.4 Soit X une varie´te´ projective minimale de dimension 3 et de dimension de Ko-
daira κ(X) = 0. On suppose que q(X) = 2.
Alors X est de la forme (F ×B)/G ou` F est une courbe elliptique, B est une surface abe´lienne et G
un groupe fini de translations de B ope´rant sur F de sorte que F/G = P1 et sur F ×B par le produit de
ses actions sur chacun des facteurs.
De plus, toute varie´te´ de cette forme admet une structure de Poisson re´gulie`re.
De´monstration Nous savons que le morphisme d’Albanese X
αX−→ Alb(X) est surjectif, a` fibres lisses
et connexes et qu’il existe un reveˆtement e´tale fini B −→ Alb(X) galoisien de groupe G tel que le produit
fibre´ X×Alb(X)B soit isomorphe au-dessus de B au produit F × B, F e´tant une fibre du morphisme
d’Albanese. Il en re´sulte que X est isomorphe au quotient B × F/G, G ope´rant sur B × F en respectant
l’action de G sur B. Remarquons enfin que, puisque B/G ∼= Alb(X), le groupe G est forme´ de translations
de B et qu’il est e´vident que G est un sous-groupe du groupe des automorphismes de B. Utilisant un
lemme de Beauville ([Be1] lemme VI 10, l’argument donne´ dans le cas des surfaces s’adapte facilement
a` notre situation), on peut toujours supposer que le groupe G ope`re sur la courbe elliptique F et que
l’action de G sur le produit F × B est le produit des actions de G sur F et B. Enfin, si F/G est une
courbe elliptique, alors G ope`re sur F par translations et il en re´sulte que X est une varie´te´ abe´lienne,
ce qui impossible puisque q(X) = 2.
La dernie`re assertion e´tant imme´diate, notre proposition est de´montre´e. 
Nous avons donc prouve´ le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.5 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3. On suppose en outre que X est de
dimension de Kodaira κ(X) = 0.
Alors X admet une structure de Poisson re´gulie`re si et seulement si X est minimale et ve´rifie l’une
des trois conditions suivantes :
(1) q(X) = 3 (auquel cas X est un varie´te´ abe´lienne)
(2) q(X) = 2
(3) q(X) = 1 et pg(X) = 1.
§4 Cas ou` X est minimale et κ(X) = 1
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De´finition 4.1 Soient X une varie´te´ alge´brique, C une courbe alge´brique et X
f
−→ C un morphisme.
On de´finit le diviseur de ramification de f par la formule :
Df =
∑
P∈C
f∗P − (f∗P )red,
qui a un sens par le the´ore`me de lissite´ ge´ne´rique.
La proposition suivante est essentiellement due a` M. Reid ([R]).
Proposition 4.2 Soit X une varie´te´ projective et soit L ⊂ Ω1X un faisceau inversible tel que le
faisceau quotient Ω1X/L soit sans torsion. On suppose qu’il existe un entier n ≥ 2 et un syste`me line´aire
Λ ⊂ |Ln| sans points bases tel que φ(X) soit une courbe, ou` X
φ
−→ PN est le morphisme associe´ au
syste`me line´aire Λ.
Alors il existe un morphisme surjectif, a` fibres connexes X
f
−→ C vers une courbe lisse, tel que f∗ωC ⊂
L ⊂ Ω1X , ou` l’inclusion f
∗ωC ⊂ Ω1X est l’inclusion naturelle. En outre, on a l’e´galite´ L = f
∗ωC(Df ), Df
e´tant le diviseur de ramification de f , et f∗L = ωC.
Rappelons le lemme suivant qui nous sera utile par la suite.
Lemme 4.3 ([Be1] lemme VI 7 bis) Soient △ ⊂ C le disque unite´, U une varie´te´ analytique
(non compacte) lisse de dimension 3 et p : U −→ △ un morphisme. On suppose que p∗0 = nD ou` n ≥ 1
et D est un diviseur effectif re´duit. Soit △
q
−→ △ le morphisme z 7−→ zn, U˜ le produit fibre´ de´fini par le
diagramme :
U˜
q˜
−−−−→ Uyp˜ yp
△
q
−−−−→ △
U la normalisation de U˜ , p, q les projections de U sur △ et U .
Alors, U est lisse, q est e´tale fini et la fibre p∗0 est re´duite.
Proposition 4.4 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3, admettant une structure de Pois-
son quasi-re´gulie`re. On suppose que X est de dimension de Kodaira κ(X) = 1.
Sous ces hypothe`ses, il existe un morphisme surjectif, a` fibres connexes, X
f
−→ C vers une courbe
alge´brique C, dont les fibres lisses sont soit des surfaces K3, soit des surfaces abe´liennes.
Si l’une des fibres est une surfaces K3, le morphisme f est lisse, analytiquement localement trivial et
on a la formule ωX = f
∗ωC .
Si l’une des fibres est une surface abe´lienne, les fibres lisses sont des surfaces abe´liennes et les fibres
non lisses sont multiples de surfaces abe´liennes et on a l’e´galite´ ωX = f
∗ωC(Df ), Df e´tant le diviseur
de ramification de f .
Enfin, la structure de Poisson est re´gulie`re.
De´monstration L’existence d’un morphisme X
f
−→ C surjectif, a` fibres connexes, vers une courbe
lisse tel que f∗ωC(Df ) = ωX , Df e´tant le diviseur de ramification de f , re´sulte du corollaire 1.2, de la
proposition 4.2 et du the´ore`me principal de Y.Kawamata ([Ka3]).
Ecrivons Df = DP1 + · · · + DPl (l ≥ 1) ou` DPi = f
∗Pi − (f
∗Pi)red, les points Pi ∈ C e´tant tous
distincts. Soit f∗Pi =
∑
j ni,jDi,j la de´composition de la fibre sche´matique f
∗Pi en somme de ses com-
posantes irre´ductibles (ni,j ≥ 1). Par le the´ore`me de Bertini, on peut trouver une section hyperplane H
de X telle que :
(1) H soit lisse et connexe,
(2) H + Di,j ∩Di,k pour tout triplet (i, j, k),
(3) le morphisme H
f|H
−→ C induit par f soit a` fibres connexes (condition automatiquement ve´rifie´e).
Par la proposition 1.4, nous savons que K2X ≡ 0 et donc, puisque Df n’a que des composantes verticales,
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on a aussi D2f ≡ 0. On en de´duit que D
2
|H =
∑
iD
2
Pi |H
= 0 et, par le lemme de Zariski ([BPV]), que
D2Pi = 0 pour tout i. Par ce meˆme lemme de Zariski, on en de´duit alors qu’il existe ri ∈ Q
∗ tel que
DPi |H = ri(f|H
∗Pi). Par choix de la section hyperplane, on obtient que ni,j = ni,k = ni pour tout triplet
(i, j, k) et donc que f∗Pi = ni(f
∗Pi)red et DPi = (ni − 1)(f
∗Pi)red.
Prenons un point Pi ∈ C tel que la fibre sche´matique f∗Pi = niDi soit non re´duite. Choisissons une
boule △ contenant le point Pi et posons U = f−1(△). On suppose que Pi est le seul point de △ au dessus
duquel la fibre est non re´duite. En appliquant le lemme 4.3, on obtient alors un diagramme commutatif :
U
q
−−−−→ Uyf yf
△
z 7→zni
−−−−→ △
ou` q est un reveˆtement e´tale fini et f est a` fibres re´duites et connexes. Il n’est pas difficile de voir que
q∗ωU = f
∗
ω△. En outre, puisque q est e´tale, l’injection ωU →֒ Ω
1
U se rele`ve en une injection q
∗ωU =
ωU →֒ q
∗Ω1U = Ω
1
U
compatible a` l’injection f
∗
ω△ →֒ Ω1U . On en de´duit alors que les fibres du morphisme
f sont normales (et donc irre´ductibles), puisque les points singuliers des fibres de f correspondent aux
points ou` le conoyau de l’injection f
∗
ω△ →֒ Ω1U n’est pas localement libre et puisque la structure de
Poisson est suppose´e quasi-re´gulie`re. Il en re´sulte que Fred est une surface normale, F de´signant une fibre
quelconque de f .
En outre, si F de´signe une fibre lisse de f , la formule d’adjonction fournit l’e´galite´ ωF = ωX |F et donc
ωF = OF puisque OF (Df ) = OF dans ce cas. Par suite, F est une surface K3 ou une surface abe´lienne.
Supposons maintenant qu’une fibre de f soit une surface K3. Par suite, pour toute fibre F de f , on
a χ(OF ) = 2. Supposons que la fibre sche´matique F soit non re´duite. On peut donc e´crire F = n(Fred)
avec n ≥ 2. A l’aide du the´ore`me de Riemann Roch, il n’est pas difficile de voir que χ(OF ) = nχ(OFred).
En outre, par la formule d’adjonction, on a ω0Fred = ωX⊗OX(Fred)⊗OFred = f
∗ωC(Df+Fred)⊗OFred =
f∗ωC(n(Fred))⊗OFred = OFred car n(Fred) = F . Il en re´sulte alors que χ(OFred) = 2 par un the´ore`me de
Y.Umezu ([U] cor. 1) et donc n = 1. Aussi, le morphisme f est non ramifie´ et on a la formule ωX = f
∗ωC .
Le morphisme f est donc lisse et analytiquement localement trivial ([F] thm. 4.8), ce que l’on voulait
de´montrer. En outre, la structure de Poisson est re´gulie`re puisque, comme nous l’avons de´ja` remarque´,
les points ou` la structure n’est pas re´gulie`re correspondent aux singularite´s des fibres de f .
Supposons maintenant qu’une fibre de f soit une surface abe´lienne. Par un re´sultat de J.Kolla´r ([Ko]),
le faisceau R1f∗OX est localement libre de rang 2 et sa formation commute aux changements de base.
Une fibre re´duite F de f ve´rifie donc h1(F,OF ) = 2 et est donc lisse par un re´sultat de Y.Umezu ([U]
cor. 1) puisque son faisceau dualisant relatif est trivial. Si F est une fibre de f non re´duite, on pose
F = n(Fred) et P = f(F ). Choisissons une boule △ ⊂ C contenant le point P et posons U = f−1(△). On
suppose que P est le seul point de △ au dessus duquel la fibre est non re´duite. En appliquant le lemme
4.3, on obtient alors un diagramme commutatif :
U
q
−−−−→ Uyfk yf
△
z 7→zni
−−−−→ △
tel que q soit un reveˆtement e´tale fini, et tel que f soit a` fibres re´duites et connexes. Il n’est pas difficile de
voir que q∗ωU = f
∗
ω△ puisque nous avons la relation ωX = f
∗ωC(Df ). Le morphisme q e´tant e´tale on a
q∗ωU = ωU et donc ωU = f
∗
ω△ de sorte que les fibres de f ont toutes un faisceau dualisant trivial. Enfin,
puisque la formation du faisceau R1f∗OX commute aux changements de base, on en de´duit que toutes
les fibres F de f ve´rifient h1(F ,OF ) = 2 ce qui implique encore par le re´sultat de Y.Umezu ([U] cor.
1) que ces fibres sont lisses. On en de´duit alors que les fibres singulie`res de f sont multiples de surfaces
lisses. Or, nous savons que les singularite´s des fibres du morphisme f (munies de leurs structures re´duites)
correspondent aux singularite´s de l’injection de faisceaux ωX →֒ Ω1X (cf. corollaire 1.2), ce qui prouve
que la structure de Poisson est re´gulie`re. Enfin, il n’est pas difficile de voir que le fibre´ canonique de Fred
est trivial pour toute fibre F de f de sorte que, pour des raisons de caracte´ristique d’Euler-Poincare´, les
fibres de f sont soit des surfaces abe´liennes, soit des multiples de surfaces abe´liennes. 
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Les deux propositions qui suivent comple`tent naturellement les re´sultats de la proposition pre´ce´dente.
Proosition 4.5 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3. On suppose qu’il existe un morphisme
surjectif X
f
−→ C vers une courbe alge´brique C, dont les fibres sont soit des surfaces abe´liennes, soit
multiples de surfaces abe´liennes. Enfin, on suppose qu’on a la formule ωX = f
∗ωC(Df ), Df e´tant le
diviseur de ramification de f .
Alors X est de la forme (C×A)/G ou` C est une courbe lisse, A une surface abe´lienne et G ⊂ Aut(C)
un groupe fini ope´rant librement sur C ×A par la formule :
g.(c, a) = (g.c, tg(c, a) + ug(a)), g ∈ G, c ∈ C, a ∈ A,
ou` ug est un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et tg une fonction
re´gulie`re sur C ×A a` valeurs dans A.
De plus, toute varie´te´ de cette forme admet une structure de Poisson re´gulie`re.
De´monstration Montrons que X admet une structure de Poisson re´gulie`re. Conside´rons l’injection
de faisceaux ωX ∼= f∗ωC(Df ) →֒ Ω1X . Le conoyau G de cette injection s’identifie, apre`s le reveˆtement
e´tale X −→ X , au fibre´ Ω1
X
et il en re´sulte que ce conoyau est localement libre de rang 2. Aussi, cette
injection de fibre´s vectoriels de´finira une structure de Poisson re´gulie`re si l’identite´ de Jacobi est sat-
isfaite. Par le lemme 1.1, il suffit de ve´rifier l’inte´grabilite´ de G∗ ⊂ TX et donc, puisque π est e´tale,
il suffit de ve´rifier que π∗G∗ ⊂ TX est inte´grable, ce qui est imme´diat compte tenu de l’isomorphisme
π∗G∗ ∼= TX/f∗ωC
compatible avec l’inclusion TX/f∗ωC
⊂ TX .
Montrons maintenant qu’il existe un reveˆtement galoisien ramifie´ C
pi
−→ C tel que la normalisation
X du produit fibre´ C ×C X soit isomorphe au-dessus de C au produit C × A, A e´tant une surface
abe´lienne, et tel que la projection naturelle X −→ X soit un reveˆtement e´tale. Notons P1, . . . , Pk ∈ C
les points de C tels que les fibres sche´matiques f∗Pi soient non re´duites. Soit U = C \ {P1, . . . , Pk} et
soit XU = f
−1(U). Par construction, le morphisme fU := f|U est lisse. Notons A
a
−→ U le sche´ma en
groupes au-dessus de la base U , dont les fibres sont les varie´te´s d’Albanese des fibres correspondantes du
morphisme XU −→ U et notons A le faisceau de ses sections holomorphes. Alors, le sche´ma XU/U est un
espace principal homoge`ne sous le sche´ma en groupes A/U et correspond donc a` un e´le´ment x du groupe
de cohomologie H1(U,A).
Montrons que cet e´le´ment est de torsion. Soit W ⊂ U un ouvert de Zariski de C inclus dans U . Par
le crite`re valuatif de proprete´, la fle`che de restriction naturelle H1(U,A)
res
−→ H1(W,A) est injective. Le
morphisme XU
fU
−→ U e´tant lisse, il admet une quasi-section e´tale quasi-finie. Aussi, quitte a` restreindre
l’ouvert U , on peut supposer qu’il existe une section apre`s reveˆtement e´tale connexe fini, de degre´ m. On
en de´duit que l’e´le´ment x est de m-torsion.
Notons Am/U le sous sche´ma en groupes de A/U forme´ des e´le´ments de m-torsion et Am le fais-
ceau des sections correspondant. L’e´le´ment x ∈ H1(U,A) provient donc d’un e´le´ment de H1(U,Am). Cet
e´le´ment de´finit un reveˆtement e´tale fini V
pi
−→ U qui trivialise l’espace principal homoge`ne XU/U . En
outre, il existe une courbe lisse et connexe C telle que le diagramme suivant soit commutatif :
V −−−−→ Cypi ypi
U −−−−→ C
ou` les fle`ches horizontales sont les inclusions naturelles.
Il nous reste a` voir que le morphisme π se ramifie convenablement aux points Pi, a` savoir que l’indice
de ramification d’un point de C au-dessus de Pi est e´gal a` la multiplicite´ de la fibre du morphisme f en
Pi, ce qui re´sulte essentiellement du lemme 4.3.
Soit X la normalisation du produit fibre´ X ×C C et soit f le morphisme naturel X −→ C. Alors, f
est un morphisme lisse et la projection naturelle X
pi
−→ X est un reveˆtement e´tale fini. Enfin, la formule
ωX = f
∗ωC(Df ) entraˆıne l’e´galite´ ωX = f
∗
ωC et le morphisme f est donc localement trivial ([F] thm.
4.8). Mais, par le crite`re valuatif de proprete´, la fibration X/C admet une section et il en re´sulte finale-
ment que cette fibration est triviale. La varie´te´ X est donc isomorphe, au-dessus de C a` C ×A ou` A est
une surface abe´lienne. Remarquons enfin que le reveˆtement C −→ C est galoisien et que son groupe G
agit naturellement sur X = C ×A de manie`re compatible a` son action sur C.
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Prenons g ∈ G et (c, a) ∈ C × A. Il n’est pas difficile de voir que g.(c, a) = (g.c, tg(c, a) + ug(a)) ou`
ug est un automorphisme de groupes et tg est une fonction re´gulie`re sur C ×A a` valeurs dans A. Remar-
quons alors que la structure de Poisson que nous avons construite sur X se rele`ve en une structure de
Poisson sur X qui est produit d’une structure symplectique sur A et de la structure nulle sur C et que les
automorphismes du reveˆtement X −→ X sont des morphismes de Poisson. Un calcul e´le´mentaire montre
alors que les e´le´ments ug respectent la structure symplectique sur A, ce qui est l’assertion souhaite´e.
Enfin, l’assertion re´ciproque est imme´diate. 
Proposition 4.6 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3. On suppose qu’il existe un mor-
phisme surjectif et lisse X
f
−→ C vers une courbe alge´brique C, dont les fibres sont des surfaces K3. On
suppose en outre qu’on a la formule ωX = f
∗ωC .
Alors X est de la forme (C × S)/G ou` C est une courbe alge´brique, S est une surface K3 et G un
groupe fini ope`rant librement sur C, ope´rant sur S en respectant la structure symplectique et sur C × S
par le produit de ses actions sur chacun des facteurs.
De plus, toute varie´te´ de cette forme admet une structure de Poisson re´gulie`re.
De´monstration Un argument analogue a` celui utilise´ dans la proposition pre´ce´dente permet de mon-
trer que X admet une structure de Poisson re´gulie`re correspondant a` l’injection de fibre´s vectoriels
ωX = f
∗ωC →֒ Ω1X .
Rappelons qu’il existe un espace de modules fin Kd,n pour les surfaces K3 munies d’une polarisation
de degre´ d fixe´ et d’une trivialisation du syste`me local H2(.,Z/nZ) avec n ≥ 3 fixe´. Cela re´sulte de
l’existence d’un espace de modules fin pour les surfaces K3 marque´es ([Be3] expose´ VIII prop 1), du
fait qu’un automorphisme d’ordre fini induisant l’identite´ sur H2(.,Z/nZ) est l’identite´ par un lemme de
Serre ([G], Appendice) et du fait que le groupe des automorphismes projectifs d’une surface K3 est fini.
Puisque le groupe Aut(H2(.,Z/nZ) est fini, il existe un reveˆtement e´tale fini et connexe C −→ C de C
tel que la famille X ×C C/C soit rigidifie´e. Par suite, il existe un morphisme C −→ Kd,n. Mais, puisque
le morphisme f est localement trivial ([F] thm. 4.8), ce morphisme est constant et, puisque l’espace de
modules est fin, la famille X ×C C/C est triviale.
On peut toujours supposer que le reveˆtement C −→ C est galoisien de groupe G. On sait que
C ×C X ∼= C × S ou` S est une surface K3. Le groupe G agit sur le produit C × S et sur la courbe
C de manie`re compatible. Puisque le groupe des automorphismes d’une surface K3 est discret, le groupe
G agit en fait sur S et son action sur le produit S×C est finalement le produit des actions sur chacun des
facteurs. De plus, la structure de Poisson sur X induit une structure de Poisson re´gulie`re sur S × C. Il
n’est pas difficile de voir que sur une telle varie´te´, une structure de Poisson re´gulie`re est ne´cessairement le
produit d’une structure symplectique sur S et de la structure triviale sur C et que le groupe G respecte la
structure symplectique sur S, ce qui termine la preuve de notre proposition, puisque la dernie`re assertion
est e´vidente. 
Nous avons donc prouve´ le the´ore`me :
The´ore`me 4.7 Soit X une varie´te´ projective de dimension 3. On suppose en outre que X est de
dimension de Kodaira κ(X) = 1.
Alors X admet une structure de Poisson quasi-re´gulie`re si et seulement si X appartient a` l’une des
deux familles suivantes :
(1) X = (C × S)/G ou` C est une courbe de genre au moins 2, S est une surface K3 et G un groupe
fini ope´rant librement sur C et ope´rant sur S en respectant la structure symplectique,
(2) X = (C × A)/G ou` C est une courbe de genre au moins 2, A est une surface abe´lienne et
G ⊂ Aut(C) un groupe fini ope`rant librement sur C ×A par la formule :
g.(c, a) = (g.c, tg(c, a) + ug(a)), g ∈ G, c ∈ C, a ∈ A,
ou` ug est un automorphisme de groupes de A respectant la structure symplectique et tg une fonction
re´gulie`re sur C ×A a` valeurs dans A.
Enfin, X est alors minimale, et la structure de Poisson est re´gulie`re.
Remarque 4.8 Les groupes finis d’automorphismes symplectiques d’une surface K3 ont e´te´ clas-
sifie´s par S.Mukai ([Mu]) et on dispose donc d’une description assez pre´cise de ces varie´te´s.
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